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I. KHÁI NIỆM TÍCH PHÂN 

 
1. ĐỊNH NGHĨA TÍCH PHÂN 

Cho  f x  là hàm số liên tục trên đoạn  ; .a b  Giả sử  F x  là một nguyên hàm của  f x  trên đoạn  ; .a b  

Hiệu số    F b F a  được gọi là tích phân từ a  đến b  (hay tích phân xác định trên đoạn  ;a b  của hàm 

số   ,f x  kí hiệu là  
b

a

f x dx . 

Vậy        |

b

b

a

a

f x dx F x F b F a   .  

Đây còn gọi là công thức Niu-tơn và Lai-bơ-nít. 

+ 

b

a

  là dấu tích phân. 

+ a  là cận dưới, b  là cận trên. 

+  f x dx  là biểu thức dưới dấu tích phân. 

+  f x  là hàm số dưới dấu tích phân. 

 
Nhận xét: 

 (1) Tích phân chỉ phụ thuộc vào f  và các cận ,a b  mà không phụ thuộc vào biến số x  hay biến t .  

(2) Ý nghĩa hình học của tích phân: Nếu hàm số  f x  liên tục và không âm trên đoạn  ; ,a b  thì diện tích 

S  của hình thang cong giới hạn bởi đồ thị của   ,f x  trục Ox  và hai đường thẳng ,x a x b   là: 

 
b

a

S f x dx   hay TQ  
b

a

S f x dx   

(3) Ý nghĩa vật lý của tích phân: Một vật chuyển động với vận tốc thay đổi theo thời gian  v v t . Quãng 

đường một vật đi được trong khoảng thời gian từ thời điểm t a  đến t b  là: 

 
b

a

s v t dt   
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2. TÍNH CHẤT CỦA TÍCH PHÂN 

 (1)    
b b

a a

kf x dx k f x dx   ( k  là hằng số) 

(2)    
b a

a b

f x dx f x dx    

(3)   0

a

a

f x dx   

(4)         
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx      

(5)        
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx a c b       

(6)        ' | ; '' ' | ;...

b b

b b

a a

a a

f x dx f x f x dx f x    

(7)       ...

b b b

a a a

f x dx f t dt f u du      

(*)* Nếu  ;x a b   làm cho  m f x M   thì      
b

a

m b a f x dx M b a    . 

(9)* Nếu  ;x a b   làm cho      g x f x h x   thì      
b b b

a a a

g x dx f x dx h x dx    . 

 
II. PHƯƠNG PHÁP TÍCH PHÂN 

 
1. PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN SỐ 

Dạng 1: Tương tự như nguyên hàm, ta có thể tinhs tích phân bằng phương pháp đổi biến số như sau: 

Để tìm tích phân  
b

a

I f x dx   nếu      . 'f x g u x u x    , ta có thể thực hiện phép biến đổi như sau: 

(1) Đặt    't u x dt u x dx   . Đổi cận: 
 

 

x a t u a

x b t u b

  


  

. 

 (2) Thay vào, ta có      
 

 

 
 

 
. '

u b
u b

u a
u a

I f u t u t dt g t dt G t





      . 

Dạng 2: Giả sử cần tính  
b

a

I f x dx   ta thực hiện các bước sau: 



 

 

 

 3 

(1) Đặt  x t  (với  t  là hàm có đạo hàm liên tục trên    ; , f t      xác định trên  ;   ; 

   ;a b      và  a t b  ,  ;t    . 

(2) Thay vào, ta có            . ' |I f t t dt g t dt G t G G

 





 

           . 

Dấu hiệu Cách chọn  

2 2a x  

 

sin , ;
2 2

cos , 0;

x a t t

x a t t

 



  
    

 
  

 

2 2x a   

 

, ; \ 0
sin 2 2

, 0; \
cos 2

a
x t

t

a
x t

t

 




  
    

 
  

   
 

 

2 2x a  
tan , ;

2 2
x a t t

  
   

 
 

 

 
2. PHƯƠNG PHÁP TÍCH PHÂN TỪNG PHÂN 

Cho hai hàm số u  và v  liên tục trên  ;a b  và có đạo hàm liên tục trên  ; .a b  Khi đó: 

|

b b

b

a

a a

udv uv vdu   . 

 
III. CÁC DẠNG TOÁN VÀ BÀI TẬP 

Dùng định nghĩa tích phân và các tính chất để giải bài toán. 

 
CÁC VÍ DỤ MINH HỌA VÀ BÀI TẬP 

Ví dụ 1: Tính các tích phân sau 

(1) Tính  
3

2

1

3 4 5x x dx  .  (2) Tính 
 

1

3

0 1

dx

x
  

Lời giải: 

(1) Tính  
3

2

1

3 4 5x x dx  .  

Ta có:    
3

3
2 3 2

1
1

3 4 5 2 5 24 4 20x x dx x x x        . 
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(2) Tính 
 

1

3

0 1

dx

x
 . 

Ta có: 
 

   
 

1
21 1

3

3

0 0
0

1 1 1 3
1 1

2 8 2 81

xdx
x d x

x



 
        


  . 

Ví dụ 2: Tìm số thực m  thỏa mãn 

(1) 1 2

1

1

m

xe dx e



  .  (2)  
0

2 5 6

m

x dx  . 

Lời giải: 

(1) 1 2

1

1

m

xe dx e



  . 

Ta có: 1 1 1

1
1

1

m
m

x x me dx e e  




    

Theo đề bài ta suy ra: 2 11 1 1me e m     . 

Vậy 1m  . 

(2)  
0

2 5 6

m

x dx  . 

Ta có:    2 2

0

0

2 5 5 | 5

m

mx dx x x m m     . 

Theo đề bài ta suy ra: 2 5 6 1m m m     hoặc 6m   . 

Vậy 1m   hoặc 6m   . 

Bài 1: Tính các tích phân sau: 

(1) 
2

3

sin xdx




      (2) 

3

2

4

cos

dx

x




  

Lời giải: 

(1) 
2

2

3

3

1 1
sin cos 0

2 2
xdx x









     . 

(2) 
3

3
2

4

4

tan 3 1
cos

dx
x

x









   . 

Bài 2: Tính các tích phân 
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(1) 

5

2 1 3

dx

x



 
      (2) 

7

2

4

1 1

dx

x x  
  

Lời giải: 

(1) 

55

22

2 8 2 7 2 7 8
1 3

3 3 3 31 3

dx
x

x






      


 . 

(2) 
 7 7 7 7

2 2 2 2

4 1 14
2 1 2 1

1 11 1

x x dxdx
x dx x dx

x xx x

  
    

    
    . 

Ta có:  
77 3

2

22

4 64 2
2 1 1 4 3

3 3
x dx x     ; 

  
77 3

2

22

4 24 6 4
2 1 1

3 3 3
x dx x     . 

Vậy 
7

2

4 64 2 12 3 24 6 4

31 1

dx

x x

  


  
 . 

Bài 3: Tính các tích phân sau: 

(1) Tính  
3

3 2

2

4 3 10x x dx


     (2) Tính 
 

4

2

1

4

1 2
dx

x
  

(3) Tính  
2

2

0

1x x dx    (4) Tính 

4

2

1
x dx

x

 
 

 
  

(5) Tính 

3

2

1

3 1
dx

x x

 
 

 
    (6) Tính 

1

3

0

xe dx  

(7) Tính 
2021

0

7x dx     (8) Tính 
6

0
6

dx

x   

(9) Tính 

3

1
1 3

dx

x
    (10) Tính 

 

2

2

1 4 1

dx

x 
  

(11) Tính 
 

4

2

1

4

1 2x
  

Lời giải: 

(1) Tính  
3

3 2

2

4 3 10x x dx


   

Ta có:    
3

3
3 2 4 3

2
2

4 3 10 10 84 4 80x x dx x x x




        . 
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(2) Tính 
 

4

2

1

4

1 2
dx

x
  

Ta có: 
 

4 44

2

11 1

4 4 1 2 2 12
2

2 1 2 1 2 7 71 2
dx

x xx

 
      
   

 . 

(3) Tính  
2

2

0

1x x dx  

   
2

2 2 4 3 2
2 3 2

0 0 0

2 34 34
1 2 0

4 3 2 3 3

x x x
x x dx x x x dx

 
          

 
  . 

(4) Tính 

4

2

1
x dx

x

 
 

 
  

4
4 2

2 2

1
ln 8 ln 4 2 ln 2 6 ln 2

2

x
x dx x

x

  
          

   
 . 

(5) Tính 

3

2

1

3 1
dx

x x

 
 

 
  

33

2

1 1

3 1 1 1 2
3ln 3ln3 0 1 3ln3

3 3
dx x

x x x

   
           

   
 . 

(6) Tính 
1

3

0

xe dx  

11

3 3 3

0 0

1 1 1

3 3 3

x xe dx e e
 

   
 

 . 

(7) Tính 
2021

0

7x dx  

20212021 2021 2021

0 0

7 7 1 7 1
7

ln 7 ln 7 ln 7 ln 7

x
x dx


    . 

(8) Tính 
6

0
6

dx

x   

 
6

6

0
0

ln 6 ln12 ln 6 ln 2
6

dx
x

x
    

 . 

(9) Tính 

3

1
1 3

dx

x
 

33

11

1 1 1 1
1 3 ln8 ln 2 ln 4

1 3 3 3 3 3

dx
x

x
       


. 
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(10) Tính 
 

2

2

1 4 1

dx

x 
  

 

22

2

11

1 1 1 1 1
.

4 4 1 28 12 214 1

dx

xx
     


 . 

(11) Tính 
 

4

2

1

4

1 2x
  

     

4 4
4

2 3 3

1
1 1

4 4 1 2 1 2 1 228
. . 1

2 3 3 343 3431 2 3 1 2 1 2x x x

  
      
    

 . 

Bài 4: Tìm các số thực m  thỏa mãn 

(1)  
5

2 3

2

5 549m x dx   .  (2)  
2

4 122
3 2

5
m

x dx  . 

(3)  2

0

3 12 11 6

m

x x dx   .  (4)  
2 4

2 3

1 2

4 4 4 2m m x x dx xdx       . 

Lời giải: 

 (1)  
5

2 3

2

5 549m x dx   . 

Ta có:  
5

5 4
2 3 2 2

2 2

549
5 5 .

4 4

x
m x dx m x m

   
       

  
 . 

Suy ra 
2 2549
. 549 4 2

4
m m m

 
        
 

. 

Vậy 2m   . 

(2)  
2

4 122
3 2

5
m

x dx  . 

Ta có:  
   

2
5 52

4 3 2 3 21
3 2

10 10 10
m

m

x m
x dx

 
     . 

Suy ra 
   

5 5
3 2 3 21 122 243

3 2 3 0
10 10 5 10 10

m m
m m

 
         . 

Vậy 0m  . 

(3)  2

0

3 12 11 6

m

x x dx   . 

Ta có:    2 3 2 3 2

0
0

3 12 11 6 11 6 11

m
m

x x dx x x x m m m        . 
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Suy ra 
3 2 3 2

1

6 11 6 6 11 6 0 2

3

m

m m m m m m m

m




         

 

 

Vậy 1, 2, 3m m m   . 

(4)  
2 4

2 3

1 2

4 4 4 2m m x x dx xdx       . 

Ta có:    
2

2
2 3 2 2 4 2

1
1

4 4 4 2 2 6 21m m x x dx m x m x x m m                . 

Mà 

4
4

2

2
2

2 12xdx x  . 

Suy ra 2 26 21 12 6 9 0 3m m m m m         . 

Vậy 3m  . 

Bài 5: Tính các tích phân sau: 

(1) Tính 

2

3

3

2
cos 3

3
x dx





 
 

 
 .   (2) Tính 

4
2

6

tan xdx




 . 

(3) Tính 
3

2

4

cot xdx




 .    (4) Tính 

4

0

sin 5 sinx xdx



 . 

(5) Tính 
6

0

sin 4 cosx xdx



 .   (6) Tính 
6

0

cos3 cosx xdx



 . 

(7) Tính  
2

2

0

sin 1 2cosx x dx



    (8) Tính 
2

2

sin

0

sin 2xe xdx   

(9) Tính 
4

4

0

sin xdx



 .    (10) Tính 
64

8

0

sin

cos

x
dx

x



   

  

Lời giải: 

(1) Tính 

2

3

3

2
cos 3

3
x dx





 
 

 
 . 

2 2
3 3

3
3

2 1 2 3 3 3
cos 3 sin 3

3 3 3 6 6 3
x dx x

 



    
          

   
 . 
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(2) Tính 
4

2

6

tan xdx




 . 

 
4 4

2 4
2

6

6 6

1 3 3
tan 1 tan 1 1

cos 4 3 6 3 12
xdx dx x x

x

 





 

   
           

 
  . 

(3) Tính 
3

2

4

cot xdx




 . 

 
3 3

2 3
2

4

4 4

1 3 3
cot 1 cot 1 1

sin 3 3 4 3 12
xdx dx x x

x

 





 

   
             

 
  . 

(4) Tính 
4

0

sin 5 sinx xdx



 . 

 
4 4 4

0 0 0

1 1 1 1 1 1
sin5 sin cos 4 cos6 . sin 4 sin 6 0

2 2 4 6 12 12
x xdx x x dx x x

  

 
       

 
  . 

(5) Tính 
6

0

sin 4 cosx xdx



 . 

 
6 6 6

0 0 0

1 1 1 1 3 4
sin 4 cos sin5 sin3 . cos5 cos3

2 2 5 3 20 15
x xdx x x dx x x

  

 
       

 
  . 

(6) Tính 
6

0

cos3 cosx xdx



 . 

 
6 6 6

0 0 0

1 1 1 1 3 3 3 3
cos3 cos cos 4 cos 2 . sin 4 sin 2 0

2 2 4 2 16 16
x xdx x x dx x x

  

 
       

 
  . 

(7) Tính  
2

2

0

sin 1 2cosx x dx



  
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     

   

   

2 2
2 2

0 0

2
2

0

23

0

sin 1 2cos 1 2cos cos

1
1 2cos 1 2cos

2

1 1 13
1 2cos 1 27

6 6 3

x x dx x d x

x d x

x

 





   

   

      

 

  

(8) Tính 
2

2

sin

0

sin 2xe xdx  

Ta có:  2sin 2sin cos sin 2d x x x xdx   

 
2 2 2

2 2

sin sin 2 sin 2

0
0 0

sin 2 sin 1x x xe xdx e d x e e



      

(9) Tính 
4

4

0

sin xdx



 . 

Ta có: 

 
2

4 21 cos 2 1 1 1 cos 4
sin . 1 2cos 2 cos 2 . 1 2cos 2

2 4 4 2

x x
x x x x

    
         
   

. 

Vậy  
4 4

4

0 0

1 1 cos 4
sin 1 2cos 2

4 2

x
xdx x dx

 

 
   

 
    

       
4

0

1 1 1 1 3
sin 2 sin 4 1

4 2 8 4 8
x x x x



   
        

   
. 

(10) Tính 
64

8

0

sin

cos

x
dx

x



  

   

6 64 4

8 6 2

0 0

74 4
6

0 0

sin sin 1
.

cos cos cos

tan 1 1
tan tan 1 0

7 7 7

x x
dx dx

x x x

x
xd x

 

 



    

 



 

Bài 6:  

(1) Biết 
0

1
sin cos .

4

a

x xdx   Tìm a . 
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(2) Có bao nhiêu số nguyên  0;2018m  thỏa mãn 
0

cos 2 0

m

xdx  ? 

(3) Biết 
4

0

2
sin 5

2
xdx a b



   với ,a b . Tính giá trị P ab b a   . 

(4) Biết 
34

2

6

1 sin

sin 2

x a b c
dx

x





  
  với , ,a b c  là các số nguyên dương. Tính giá trị 2 2P a b abc   . 

(5) Biết 
4

2 2

0

3
cos sin

dx
a b

x x



   với ,a b . Tính giá trị P ab a b   . 

(6) Biết 
4

0

2
sin3 sin 2

10

b
x xdx a



   với ,a b . Tính a b . 

Lời giải: 

(1) Biết 
0

1
sin cos .

4

a

x xdx   Tìm a . 

Ta có: 

2

00 0

1 1 1
sin cos sin 2 cos 2 cos 2

2 4 4

aa

x xdx xdx x a       . 

Suy ra:  

1 1
cos 2 cos 2 0 2 ,

4 4 2 4 2
a a a k a k k

  
            . 

Vậy ,
4 2

a k k
 

   . 

(2) Có bao nhiêu số nguyên  0;2018m  thỏa mãn 
0

cos 2 0

m

xdx  ? 

Ta có 
00

1 1
cos 2 sin 2 sin 2

2 2

mm

xdx x m  . 

Suy ra 
1

sin 2 0 sin 2 0 2 ,
2 2

m m m k m k k


        . 

Vì  0;2018 0 2018 0 1284,6
2

m k k


       . 

Do k  nên 1,2,3,...,1284.k   

Vậy có 1284  số nguyên  0;2018m  thỏa mãn bài toán. 
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(3) Biết 
4

0

2
sin 5

2
xdx a b



   với ,a b . Tính giá trị P ab b a   . 

Ta có 
4

4

00

1 2 1 1 1 2
sin5 cos5 .

5 10 5 5 5 2
xdx x




       

Suy ra 
1

5
a b   nên 

1

25
P ab b a    . 

(4) Biết 
34

2

6

1 sin

sin 2

x a b c
dx

x





  
  với , ,a b c  là các số nguyên dương. Tính giá trị 2 2P a b abc   . 

Ta có:  

 
34 4

4
2 2

6

6 6

1 sin 1 3 2 2
sin cot cos

sin sin 2

x
dx x dx x x

x x

 





 

   
      

 
  . 

Vậy 3, 2, 2a b c    hoặc 2, 3, 2a b c    và 2 2 25P a b abc    . 

(5) Biết 
4

2 2

0

3
cos sin

dx
a b

x x



   với ,a b . Tính giá trị P ab a b   . 

Ta có:  

 
4 4

4
2 2 2 2 0

0 0

1 1 2 3 2
tan cot 0 3

cos sin cos sin 3 3

dx
dx x x

x x x x

 


 

       
 

  . 

Suy ra 
2

0,
3

a b   và 
2

3
P ab a b    . 

(6) Biết 
4

0

2
sin3 sin 2

10

b
x xdx a



   với ,a b . Tính a b . 

Ta có:  

 
4 4 4

0 0 0

1 1 1 3 2
sin3 sin 2 cos cos5 sin sin5

2 2 5 10
x xdx x x dx x x

  

 
     

 
  . 

Suy ra 0, 3a b   và 3a b  . 

 
IV. BÀI TẬP TỰ LUYỆN 

Bài 1: Tính các tích phân sau: 
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1. 
2

0

sin 2
3

I x dx



 
  

 
       5. 

2
sin

0

cosxI e xdx



    

2. 
2

0

cos 3
4

I x dx



 
  

 
     6. 

tan4

2

0
cos

xe
I dx

x



    

3. 
6

0

tan 2I xdx



       7. 
84

10

6

sin

cos

x
I dx

x





    

4. 
4

6

cot 4
3

I x dx





 
  

 
     8. 

104

12

6

cos

sin

x
I dx

x





    

Bài 2: Tính các tích phân sau: 

1.  
3

3 2

2

6 12 5I x x x dx         5. 
1

0

1 3I xdx    

2.  
2

4 3 2

1

4 6 4I x x x x dx       6. 
3

2

1

7 2
I dx

x



   

3.  
1

2021

0

1 3I x dx      7. 
3

3

0

3 1I x dx    

4. 
 

2

2022

0

1

2 1
I dx

x



     8. 

3

4
0

1

5 1
I dx

x



   

Bài 3: Tính các tích phân sau: 

1. 
3

2

2

3 4
I dx

x


        5. 
3

2

2

1

1
I dx

x



  

2. 
2

1

4

3 5
I dx

x


      6. 
1

2

0

1

5 6
I dx

x x


    

3. 
1

0

2 1

1

x
I dx

x




      7. 
3

3

2

1
I dx

x x


   

4. 
1 3 2

2

0

2 10 1

2 9

x x x
I dx

x x

  


      8. 
1 2

0

3 5

2

x x
I dx

x

 


   

Bài 4: Cho các tính phân sau: 

   
3 3

1 1

2, 3f x dx g x dx    

Hãy tính: 
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   
3

1

3 4I f x g x dx        
3

2

1

5 4J f x x dx       

 
1

3

1
2 1K g x dx

x

 
   

 
       

3 3

1 1

4L f u du g v dv    

Bài 5: Cho các tính phân sau: 

     
2 5 5

1 1 1

4, 6, 8f x dx f x dx g x dx       

Hãy tính: 

 
5

2

I f x dx          
5

1

3 4J f x g x dx      

   
2 5

1 2

K f t dt f z dz         
1 5

5 1

3L g u du g v dv    

Bài 6:  

a) Một vật chuyển động với vận tốc    1 5sin 4 /v t t m s  . Tính quãng đường vật đi được trong 

khoảng thời gian từ thời điểm  0t s  đến thời điểm  
3

4
t s


 . 

b) Một vật chuyển động chậm dần với vận tốc    160 10 /v t t m s  . Tính quãng đường vật đi được 

từ thời điểm  0t s  đến thời điểm vật dừng lại. 

c) Một vật đang chuyển động chậm dần với vận tốc 10 /m s  thì tăng tốc với gia tốc 

   2 23 /a t t t m s  . Tính quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian 10 giây kể từ lúc bắt đầu 

tăng tốc. 

Bài 7:  

a) Tính diện tích của một hình thang cong giới hạn bởi các đường sau: đồ thị hàm số 

  2 2y f x x x    , trục hoành và các đường thẳng 1, 2x x  . 

b) Tính diện tích của một hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: đồ thị hàm số   siny f x x  , 

trục hoành và các đường thẳng 0,x x   . 

c) Tính diện tích của một hình phẳng giới hạn bởi các đường sau: đồ thị hàm số   3 xy f x x e   , 

trục hoành và các đường thẳng 0, ln 2x x  . 

-----------------HẾT----------------- 


